EXERCICES SUR LA TRANSFORMEE EN Z

Exercice 1

00,55

ol Donner la transformée en z de la fonction
numérique discrete x(n) représentée par le
graphique ci-contre (elle est aussi nulle dans les
parties non représentées).

03 f 035

-5 0 5 10

X(z) = 0,55+ 0,44z + 0,33 7% +0,11z%-0,3527*- 0,25 °

Exercice 2
Calculer la transformée en z de la fonction causale suivante et calculer ses zéros et/ou ses
poles.

x(n) 1 4 6 4 1 0..0

X(2)=1+ 4z + 6272 + 423 + 774 22_4(24 + 4723+ 622+ 4721 + 1)

4
X(Z):z—4(z +1)(z3+322+32 +1) = z—4(z +1)(z +1)(22+22+1) _ 2—4(2 +1)4 _ (l+ 2_1)
Zeros z=-1 quadruple, bien entendu pas de pole.

Méme question pour la fonction causale suivante.

n|o | 1] 23|45 ]|6s
yo| o[ oo | 1| 46| a] 1] 0.0

Y(z):z_3(1+ 2_1)4

Exercice 3
Calculer la transformée en z des fonctions discretes suivantes. Vérifier que les théorémes
de la valeur initiale et finale s'appliquent.

x(n)=08" u(n) et Y(n)=n08"u(n)

i 5s)

z 7-08 08 08z
Y(Z)=-2—F— Z =

) dz (z-08)%  (2-08)?



Z 08z
x(0) = lim =1 x(0) = lim —— =
( ) 7—>0 z-08 ( ) Z—>0 (2_0,8)2
z2(z-1
X(c0) = I|m!J ( )=O X(o0) = lim 0822 ? =
71 Z-— 08 71 (2—0,8)
Exercice 4
. . , (z) = —
Trouver la séquence y(n) qui a comme transforméeen z : 6-52""+2
0,2
015 _ 1 _ 22 __z z 1 z 1 z
o ¥(z)= 6-52 14272  6z2-5z+41 221 3z-17 2 z—% 3 z—%
0,05 C1(2\" 1(2\ B (l)n+1 (l)n+1
0 y() = 3(3) o) - 3(8)"wtm =| (5" - (3)" |t
0 5 10 15 '
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,1667|0,13890,0880 | 0,0502 | 0,0271 {0,0143]0,0074 { 0,0038 | 0,0019 | 0,0010 | 0,0005

Exercice 5
V2
2
X(Z) =" \/—
De quelle fonction x(n) la fonction 2°-08v22+064 gt |3 transformée en z ?

x(n)=08" cos[%(n —1)]u(n)

Exercice 6
Quelles sont les transformées en z de :

1y %= (3)" un)
2y 2= (3] (3" o)
@@®=W§W®,




4z

Exercice 7

. o x(n)= 1—sin(M—£)]u n
1) Donner la transformée en z de la fonction discrete (n) [ 6 3 ( )

En déduire les transformées en z de :

x(n) = [1 - cos(“—G”)] u(n-1)

2)
3) y(n) = e"zn[l— sin(%”—%)] u(n).
2 a(n) :n[l— sin(”—g—%)] u(n)
X(Z) . —7? sin%+zsin(%+%j . z—fzz
0 x(n):[l—sin(“—g’—%)] u(n) -1 22—2005%2+1 !
1—ﬁz
) %) = [1+cos(") | un-1) = x(n-1) Xi(2) =27 X(2) =3~ A
e‘zz—ﬁz2
3 y(n) = e_zn[l—sin(%”—g)] u(n) = (e_z)n x(n) Y(2)= Z_Z_z 2.3 e_§z+e_4
2
d X(2) 3z
g(n) :n[l—sin(%”—%)] u(n) = nx(n) Glz)=-2 dzz B (z_zl)2 T (222_\@ Z+1)2

4)
Formules développées :
l+\@—(1+3\@Jz‘1+22‘2
X (z) _ 2 2
1—(1+«@)z‘1+(1+\@)z‘2+z‘3




(o)

Xi(2) = 1-(1++/3)2 L+ {1++/3)2 2
1+\§3—[1+3%§J ~277141 074772
¥(z)= l—(1+\@)e‘2z‘1+(1+\@)e‘4z‘2+e‘6z‘3
gz -—@ﬁfoj -2 ( 3+2V§)2‘3—(2+3V§)z_4+22‘5

Glz) = 1-2(1++/3)2 1 +2(3+2v38)2 2 -2(5+243)2 2 +2(3+243)2 ~2(1++/3)2°
Exercice 8
X(2) = —— 4 — |
AN z Z—-1 7—7 Z =e(r+19)
On considere la transformée 0 . Trouver x(n). On posera 40

(r-jo)

*
et donc Z0 =€

z
. an
On sait que © un) — z-e

x(n) = em(ej”‘g + e‘jne)u(n) =2e" cosndu(n)

a

; ; z(z—ercosé?)
X(Z):z—z i T 2 oal cosf 7+ 62"
On remarquera que 0 Z—=Z9 7 —Z8COSUZ+E" gt de la forme
2(z-c
z°-2cz+b
20
1,5”.
14
0,5 + ®
0 “O‘1“‘0?”"0’1"1’0000
D 5 10 15 20 25
0,5 1 ‘...
_l,,

pour €'=0,8 et 6=30°

Exercice 9



T ,2,-2 -1
Trouver h(n) correspondant & la transformée en z suivante : a®z " -2az " +1
2
-1
z72-277141 (Z —1) (z-1)°
H(z)=— 5 i 2= 2
a‘z °-2az - +1 (az_l—l) (z-a)
az
_ n 2
On sait que Na xn  — (z-a)
2
2°-2z+1 1 az az 1 az J
H(z)=————=—|12 -2 +1z
@) (z-a)? a( (z-a)*> (z-a)? (z-a)?

h(n) :%((n+1)a(”+1)u(n+1)—2na”u(n)+(n—1)a(”_1)u(n -1)

h(n) = (n+1)a"u(n +1) - 2na™Yu(n) + (n-1)a"Du(n - 1)

1 1

0,5 +

-1,5 -+

(n+1)a"u(n+1) pour a=0,3 h(n)

Exercice 10

-1

H(z)=—25
Quelle est la fonction discréte h(n) dont la transformée est (Z_po)(z_po) ol zo est

un réel. On utilisera la méthode basée sur la reconnaissance de fonctions connues et la

. s — lf S . s
méthode des résidus. On posera Po =" Quelle équation de récurrence correspond a H(z)?

Méthode classique

B 22—2p00592+p2 B 22—2p<:0592+,o2 ZZ—ZpCOSHZ-i-pZ

-1 Z—pCcosé cosf-z
H(Z) 0 P I P 0



2
_ 7°—2p cos O _ Z| pcos -z
H(Z):le p 2+212(p 0)2
2°-2pcosfz+p 2°-2pcosfz+p

2 .
2°—zpCcosé _ zpsiné
L +kz 1 P

-1
H(z)=z .
( ) ZZ—ZPCOSHZ'F,OZ ZZ—ZPCOSHZ"FPZ en posant kpS|n9=pC039—ZO

K= Cos@ _Zo
sing — psing

h(n) = p"*cog[(n —1)6Ju(n — 1) + kp" sin[(n —1)8]u(n —2)

h(n) = pn—l{cos[(n—1)9]+(§?:g pszm 0) sin[(n— 1)0]} (n-1)

h(n):p {smecos[(n 1)0] + cos@sin[(n - 1)6’] sm[(n 1)0]}u(n 1)

h(n) = fm 5 {sm(ne) —%’sin[(n —1)9]}u(n -1

n-1
Yol
h(n) = Smg[(l—jcose) sm(n9)+7sm6?cos(m9)} (n-1)
Acosp=1-22cosd _ Asing=-Lsind
h(n)= A Slné,[sm n0+(p]u n-1) en posant p=1-- ot P=",5
A:\/l—zz—ocos@+i top = —0sine
soit r p? et 99 =5 15 coso
Avec: p= 07 6=60° 20=0,5
on trouve k=-0,247 ®=439° A= 10,892
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
hm) | 0 1 02 | -035 [-0,343]-0,069] 0,120 [ 0,118 | 0,024 [-0,041 [ -0,040
1
0,8
0,6
0,4
0,2
0
10 15 20

-0,2

-0,4

Méthode des résidus

R p0= lim (Z— po)Zn_lH(Z)z lim (Z_ po)zn_li_ pO n-1 Po—Zp
2> g 2> Po (z-po)(z-po (Po-po)
. jo . -jo
_ n-1,j(n-1)g pe'"-2 R .—_p"la-i(n-1)0 /£ " ~%
Rop=p e 2jpsinG ot de méme P~ ¢ 2jpsing



_ A" T i(n-1o( . jo —i(n-1)0( .—jo
h(n)—Rp0+RpB=2jpsin9[eJ( )(pel —zo)—e j(n-1) (pe ] —zo)]

n-1

h(n)= 57 smg P2 isin(n6) - z02jsin[(n-D)6]}

Equation de récurrence

H(2) Y(z) -7, 77174272

B X(z) "~ 22-2pcosOz+p°  1-2pcosfzt4p’z72

Y(Z)(l_ 2pcos0z" + PZZ_Z) = X(z)(Z‘1 - zoz_z)

y(n) = x(n—-1) = zgx(n—2) + 2pcosd y(n—1) - p?y(n-2)
On peut vérifier que la réponse impulsionnelle a cette équation donne les mémes
échantillons que ceux que I'on obtient avec h(n).
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